] Chuong 3 . .
Céac phép bien doi trong khong gian do hoa hai chiéu va ba chieu

Trong dd hoa may tinh, cac phép bién dbi tac dong 1én mot dbi tuong hinh hoc nhim
muc dich thay ddi vi tri, hudng hoac kich thudce cua no duoc goi 1a cac phép bién dbi hinh hoc
(geometric transformations) hay con goi 1a cac phép bién d6i md hinh (modeling
transformations).Trong khong gian dd hoa hai chidu va ba chiéu ta c6 cac phép bién ddi hinh
hoc co ban 14 tinh tién (translation), phép quay (rotation), phép ti 1¢ (scaling) va phep d6i
xung (reflection). Cac phep bién d6i khac 1a truong hop dac biét hoac la sy két hop cua cac
phép bién ddi trén. Trong chuong nay ta s& dé cap dén co s& toan hoc cua cac phép bién ddi
hinh hoc thong qua cac phuong trinh dugc biéu dién dudi dang ma tran toa do.

1. Céc phép bién déi trong khong gian hai chiéu

1.1 Phép tinh tién
Phép tinh tién theo véc to tinh tién T(ty, ty) s€ doi vi tri diém P(x,y) dén vi tri méi
P'(x',y") theo cac phuong trinh sau: x'=x+t,, y'=y+t,
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v

Hinh 3.1: Phép tinh tién

) ) X x' I, )
Neéu ta ki hiéu toa d0 cac diém va véc to nhu sau: P=[ } , P'=[ 1 , T= L } khi d6 phép
y y y

t

y

. x' X t,
tinh tién dugc mo ta boi phuong trinh: P'=[ 1 =P+T={ } + [ }
y y

Phép tinh tién khong lam thay doi hinh dang cua vt thé (rigid-body).

1.2 Phép quay

Trong khonggian hai chiéu ta xét phép quay vat thé quanh tdm quay (pivot point) I(x;,yr)
Vo1 goc quay 6 (6>0 néu chiu quay nguoc chiéu kim dong hd va 0<0 néu chiéu quay cing
chiéu kim dong ho).

Trudc hét ta xét truong hop don gian nhat d6 1a phép quay quanh gc toa do, nhu trong
hinh 3.2



P(x,y)

Hinh 3.2: Phép quay c6 tim quay la gdc toa do
Ta c6 cac phuong trinh bién dbi sau:
x'=r cos(P+0)=r cosDcosh- r sin®sinf
y'=r1 sin(®+0)=r cos®sinb+ r sin®cosh
Mat khac ta lai ¢6 x=r cos® va y=r sin®. Thay vao hai phuong trinh trén ta c6:
X'= X cosf- y sinf
y'=x sinf+ y cosf
Do d6 phép quay dugc mo ta boi phuong trinh

X' cosd —sinf| |x
p'= =R.P=| . .
) sind cos@ | |y
Truong hop tdm quay I khong trung goc toa do ta s€ xét sau.
Phép quay ciing giéng nhu phép tinh tién khong 1am thay d6i hinh dang cua vat thé

1.3 Phép ti 1€ .
Phép ti 1€ s€ nhan hoanh d¢ va tung d¢ ban dau véi hé so ti 1€ sy va s, twong tng, cu thé
ta s€ cO X'= X.sx va y'=y.s,. Phuong trinh cua phép bién doi ti 1¢ c6 thé dugc mo ta nhu sau:

Rt

Truong hop dac biét: Khi s,=1 va sy——l phép ti I¢ trd thanh phép d6i xtmg Reqx qua truc
0X, trong tyr néu sy=-1 va s,=1 phép ti 1¢ tr¢ thanh phép d6i xtng Re,y qua truc oy

\

1.4 Phép ddi ximg ) i )
Ta xét truong hop phep doi ximg qua mét dudng thang d qua goce toa do va tao voi ox
mdt goc O nhu trong hinh 3.3.Ta ki hi¢u phép bién doi 1a Rey

y A
P'(xy') d

P(x,y)

o X

Hinh 3.3: Phép d6i xting qua mot dudng thing qua gdc toa do



Ta c6 thé thuc hién phép dbi xtng trén bang cach ap dung lién tiép cac phép bién ddi
theo thtr tu sau day:

(D Ap dung phép quay R(-6) dua duong thang d vé vi tri truc ox

(2) Ap dung phép lay ddi ximg S,y qua truc ox

(3) Ap dung phép quay R(0) dua duong thang d vé vi tri tri ban dau

x' cos26  sin260 X
P= =Req.P=R(0).Sox R(-0).P=| . .
V' sin280 —cos26 | |y

2. Toa dd ddng nhit, cac phép bién ddi nguoc va két hop cac phép bién ddi trong khong
gian hai chiéu (Homogeneous Coordinates, Inverse Transformations and Composite
Transformations)

2.1 Toa dd dong nhat . 4

Ta c6 nhén xét ring cac phép bién ddi md hinh ma ta di xét déu c6 thé minh hoa bing
cac phuong trinh ma tran trong d6 phép quay va phep ti 1¢ duoc biéu dién bang phép nhan con
phép tinh tién dugc biéu dién bang phep cong. Vian dé dat ra la khi ta két hop nhiéu phép blen
d6i voi nhau thi ta s& khoéng thé biéu dién thong qua mot ma tran tong thé. Giai phap cho van
dé do 1a sir dung toa do dong nhat. Vi toa do dong nhat ta biéu dién toa d6 cia mot diém
(x,y) dudi dang (xp, yn, h) trong d6 x=xn/h va y=yn/h.Véi toa do d6ng nhat ta thdy toa do cia
mot diém cé vo sb cach biéu dién mg voi cac gia tri h khac nhau. Dé thuan tién ta s& chon
h=1 khi d6 diém (x, y) s& c6 toa do dong nhét 14 (x, y, 1). Phuong trinh cua cac phép bién doi
hinh hoc s& duoc biéu dién hoan toan bang phép nhan ma trin nhu sau:

Phép tinh tién:
x' 1 0 ¢ X
YI=EI01 g ]|y
1] 10 0 1 1
Phép quay
X' cosd —sinf O |x
y'|=|sinf cos@ Of.|y
1] 10 0 1]]1
Phép ti 1€
x' s, 0 Of|x
Y=10 s, Oy
1] 10 0 1

2.2 Cac phép bién ddi nguoc
Ta s& tim ma tran biét di ctia cac phép bién doi nguoc ctia cac phép bién doi mé hinh.
Phép bién ddi ngurge cua phép tinh tién theo véc to tinh tién (t, t,) s& la phép tinh tién
theo véc to ddi (-, -ty), ma trdn cta phép bién doi 1a:

10 -t
T'=|0 1 -t
0 0 1

Phép bién d6i nguoc ciia phép quay quanh gdc toa do mot goc 6 1a phép quay theo chiéu
nguoc lai hay noi cach khac goc quay la -0, ma tran ctia phép bieén doi la:



cosd sin@d O
R!=|—sin@ cos® 0
0 0 1

Tuong tu phép bién doi ngugc cua phép ti 1€ véi hé sO (sx, sy) 1a phép bién dbi ti 16 voi
h¢ so (1/s, 1/sy) va ma tran bieén doi la:

/s, 0 0
s'=1 0 1/s, ©
o 0 1

2.3 Két hop céc phép bién doi trong khong gian hai chiéu o ‘
St dung toa do dong nhat cho phep ta biu dién cac phep bién doi mé hinh bang phép
nhan ma tran va tim ma tran bién do6i khi két hop cac phép bién déi véi nhau.

a. Két hop hai phép tinh tién ) )
Gia str ta 4p dung lién tiép hai phép tinh tién theo hai véc to (t1, tly) va (124, t2y) khi d6
ta co:

X
P'=| ' |=T (12, 12y).{T(tly, t1,).P}={T (12, 2,). T(tly, t1,)}.P
1
10 2,01 o0 a7 [x] [1 o a,+27]/[x
={o 12,0 1 a, }.yz 0 1 a1, +22, [y
00 1]]0o0 1 1| [0 o0 1 1
=T(t1,H2,, t1,+2,)

Chimg t0: T (1, t1y). T(t2y, 22,)=T(t1,+12,, t1,+2,)

b. Két hop hai phép quay )
Ap dung lién tiép hai phép quay theo hai goc quay 01 va 62 véi tam quay la goc toa do
5
P'=| y'|=R(02).{R(01).P}={R(62).R(01)}.P
1
cosf2 —sinf2 0| |[cosfl —sindl 0 X
—{ sind2 cos@d2 0].[sinfdl cosdl O } oy

0 0 1 0 0 1 1
cos(A1+62) —sin(f1+62) 0| |x
sin(@1+62) cos(A1+62) 0.y
0 0 1] |1
=R(01+02)
Chung to: R(62).R(01)=R(61+62)

c. Két hop hai phép ti 1¢ ) ) o )
Tuong tu nhu phép tinh tién va phép quay, khi két hgp hai phép bién doi ti 1€ voi hé so
la (s1y, s1y) va (s2y, s2y) ta co



sl .52 0 0
S(s2y, 52y). S(sly, s1y)=S(s1x.s2y, sly.82y)= 0 sls2, 0
0 0 1

d. Phép quay quanh mot tim quay bat ki ’ 7

Trong muc 1.2 ta xét phép quay co6 tam la goc toa do, bay gio ta xét trudong hop tong
quat khi tam quay I(x;, y;) khong phai l1a goc toa d§ nhu trong hinh 3.3 ta ki hiéu phép quay do
la R(x;,y:,0)

P'(x"y")

I(Xp,yr)

v

Hinh 3.4 Phép quay c6 tim quay khong 1a gbc toa do
Ta c6 thé thyc hién phép quay trén bang cach ap dung lién tiép cac phép bién dbi theo
thir tu sau day
(D) Ap dung phép tinh tién T(-x;, -¥r) dé tinh tién tam quay vé gbc toa do
2) Ap dung phép quay R(0) quay dbi tuong quanh gbc toa do ‘mot goc 6
(3) Ap dung phép tinh tién T(x,, y;) dé tinh tién tim quay tir gbc toa dd vé vi tri ban dau

R(_XraYrae) T(xr, yo)-R(0).T(-x;, -yr)
1 0 x,||cosd —sinf O||1 O —x,

=0 1 y, |.[sind cosd O0[.|10 1 —y,
100 1 0 0 1{{0 0 1
[cos® —sin@ x,(1-cos@)+y,sind
=|sind cos@ y, (1-cos@)—x, sinf

0 0 1

e. Phép dbi xtmg qua mot ' duong thang bét ki

Trong truong hop tong quat néu tryc dbi xung 1a mot duong thang d bat ki, ta thay phép
d6i xtg bang cach ap dung lan luot cac phép bién ddi sau:

(D Ap dung phép tinh tién dua duong théng d vé vi tri d' di qua gbc toa do

2) Ap dung phép ddi xung qua dudng thang d

(3) Ap dung phép tinh tién dua dudng thang d' vé vi tri dudng thang d ban dau

Truong hop 1: Duong thang d c6 phuong trinh y=ax-+b, gia str duong thang cit truc ox tai
diém (xo, yo) nhu trong hinh 3.4



y=ax+b

(XO)yo) 0 X

Hinh 3.4: Phép d6i xting qua dudng thing y=ax-+b
Theo nhan xét & trén ta co
RedZT(XQ, y()) . Red' . T(-X(), -y()) . . .
(Reg 1a phép doi xung qua mot duong thang chay qua goc toa dd ma ta da bict trong
muc 1.4)
Truwong hop 2: Pudng thing d c6 phuong trinh y=yj (d song song véi truc ox), khi d6
Red:T(O, yO) . Reox . T(O, -yO)
Truong hep 3: Puong thang d c6 phuong trinh x=x, (d song song véi truc oy), khi do
Red=T(x0, 0) . Reoy . T(—Xo, O)

3. Cac phép bién ddi trong khong gian ba chiéu

_ Trong khong gian ba chiéu ta cling c6 cac phép bién ddi gidng nhu trong khong gian hai
chNiéu. Cac phép bjén déi’ s¢ dugc minh hoa qua cac ma tran 4x4, toa dé cac diém duogc bi€u
dien theo toa d§ dong nhat nghia la thay cho toa d¢ (x, y, z) ta s€ dung (x, y, z, 1).
3.1 Phép tinh tién

Gia sir véc to tinh tién 1a (t, ty, t,) khi d6 phuong trinh phép tinh tién nhu sau (T 1a ma
tran ctia phép tinh tién):

x' 1 0 0 1z X
' 01 0 ¢
p=|” |-R.P= SNk
z' 0 0 1 ¢z z
1 0 0 0 1 1



P'(x"y")

/ (t ty, t,)

P(x,y)

Hinh 3.5: Phép tinh tién

3.2 Phép quay

Khi thuc hién phép quay trong khong gian ba chiéu ta can phai biét truc quay va goc
quay. Chiéu cua goc quay dugc xac dinh theo chiéu cung chiéu kim dong hé (chiéu 4m) va
nguoc chidu kim dong ho (chiéu dwong) khi mat nhin doc theo truc quay (ta s& goi do la
huéng nhin). Vi du phép quay minh hoa trén hinh 3.6 1a phép quay theo chiéu duong, truc
quay ox va hudng nhin la theo huéng am cua truc ox

y

A

z
Hinh 3.6: Phép quay chiéu dwong, truc quay ox, hudng nhin 1a hudng am truc ox

a. Phép quay quanh cac truc toa do
Trudc hét ta xét cac phép quay mot goc 0 theo céac truc ox, oy, oz khi huéng nhin 1a
huéng am cua truc do.
Phép quay quanh truc oz: Ta c6 thé c6 cong thic bién do6i toa d6 bang cach md rong
cong thirc phép quay trong khong gian hai chiéu
X'=X c0s0- y sinf
{y’= x sinf+ y cosf
7'=z
Biéu dién twong duong dudi dang ma tran nhu sau



x' cosd —-sinf 0 0| |x

pi ' “R,,(0).P- sind cosd 0 O _ y
z' 0 0 1 0 |z
1 0 0 0 1 1

Phép quay quanh truc ox:

X'=x

y'=y cos6- z sinf

z'=y sinf+ z cosf
X' 1 0 0 0 X

' 0 cos@ -—sinf O

p=|” |=Ro0).P=| |1
z' 0 sind cosf O z
1 0 O 0 1 1

Phép quay quanh truc oy:

X'= X cosO+ z sinf

y=y

7'= -X sinf+ z cosO
x' cosd 0 sinfd O |x

' 0 1 0 0

P=| 7 [=Roy(0).P=| R
z' —sind 0 cos@ O z
1 0 0 0 1 1

b. Phép quay quanh mét truc song song vdi truc toa do

Gia st truc quay song song voi truc ox (cac truong hop con lai twong tu), ta thuc hién
1an luot cac 1énh bién ddi sau:

(D Ap dung phép tinh tién T dé dua truc quay vé truc ox

2) Ap dung phep quay R(6) quay dbi tuong quanh truc ox mot goc 6

(3) Ap dung phép tinh tién T™' dé dwa tryc quay vé vi tri ban dau

¢. Phép quay quanh mot tryc bat ki

Gia st truc quay la mt dudong thang d di qua hai diém P1(x1, y1, zl) va P2(x2, y2, z2).
Pheép quay R(6) quanh duong thang d mot goc 0 theo hudng nhin tir diém P2 t6i P1. Ta thyc
hién 1an luot cac phép bién d01 sau:

(1) Ap dung phép tinh tién dua truc quay vé vi tri di qua gdc toa do

(2) Ap dung phép quay dua truc quay vé vi tri tring véi mot truc toa do

3) Ap dung phép quay vat thé quanh tryc quay (truc toa do)

4) Ap dung phép quay dua truc quay Ve vi tri tai budce 2

(5) Ap dung phép quay dua truc quay vé vi tri ban dau

Qua trinh dugc minh hoa trong hinh 3.7



e y
P2
P2
P1
. . PI' >
o X X o X
P2H
Z z
Vi tri ban dau (D )
A} y A
4 P2
P2
P1
P10 > > >
X X o X
0
P2H
z 4
3) “4) (%)

_Hinh 3.7: Phép quay quanh mot tryc bat ki
Ta s€ tim ma trén bién d6i cta tung phép bién doi theo tung budce
Budce 1: Tinh tién dua diém P1 vé goc toa d§ bang cach tinh tién theo véc to (-x1, -y1, -z1),

1 0 0 —x1
2 2 \ A , e 2+ 1 010 - y 1
doan thang P1P2 chuyén thanh P1'P2'. Ma trén phép bién d6i la: T= 00 1 {
-z
00 0 1

Budc 2: Pay la bude phl'Ic tap nhét, dua truc quay P1'P2' vé trung voi mét tryc toa do, ta s€
chon do6 1a truc oz. B¢ thuén tién ta s€ chon véc to don vi u thugc duong thang P1'P2' va co
huéng trung voi hudng cua véc to V=P1'P2' nhu sau:
V=P1'P2'=P1P2=(x2-x1, y2-yl1, z2-z1)
vV
u—m—(a b, c) va |jul=va® +b* +c* =1
Muc dich bay gid ta phai dua véc to u vé truc oz bang cach ap dung hai phép quay sau:
(1) Quay mot goc a quanh truc ox dua véc tou Ve vi tri véc to u" ndm trén mét phang xz
(2) Quay mot goc B quanh truc oy dua véc to u" vi tri u, thudc truc oz
Qua trinh dugc minh hoa trong hinh 3.8



u(a,b,c)

u-(0,0,1) p u"(a,0,d)

z
Hinh 3.8

Do 16n cua goc o chinh bang goc giita véc to u'(0, b, ¢) (1a hinh chiéu cta véc to u 1én
mat phang yz) va chiéu duong truc oz, nhu trong hinh 3.9

VI

Hinh 3.9

D@ thdy cosa=c/d, sinoa=b/d véi d=|ju'||= Vb* +¢* . Sau phép quay mdt goc a quanh truc ox
(hinh 3.8) véc to u thanh véc to u". Hoanh dd cua u" bang x (vi phép quay quanh ox khong lam thay
ddi hoanh d9), tung do cua u" béng 0 va cao do cua u" béng d (chinh la d6 dai cua véc to u', ta co thé
chimg minh diéu nay khong méy kho khan).

1 0 0 0 1 0 0 0
0 cosa -sina 0 0 ¢/d -b/d 0
Rox(0)= . =
0 sina cosa O 0 b/d c¢/d 0
0 0 0 1 0 0 0 1
u"'u .
Tuong tu ta co cosﬁ=m =d (chu y rang |[u"||=|u|=1)
u"l] .|| u,

Theo dinh nghia tich c6 hudng cia hai véc to ta co:
u" x u,=uy.|[u"|].|[u|. sinf
Mit khéc u" x u,~uy.(-a) do do6 sinf=-a

10



[cosp 0 sinfp 0] [d 0 —a O
0 1 0 O0||0 1 0 O
Roy(P)= —sinff 0 cosf O - a 0 d 0
.0 0 0 1 0 0 0 1
Budc 3: Ap dung phép quay mot goc 6 quanh truc oz

[cos@ —sind 0 0
sind@ cos@ O O
R0 0 10
0

0 0 1
Budc 4 va bude 5: Ap dung cac phép bién ddi nguoc dwa dudng thing d vé vi tri ban du
Tém lai ta c6 phuong trinh ma tran két hop cac phép bién ddi nhu sau:
R(O)=T" R ox (00).R"oy(B)-Rox(0).Roy(B).Rox (a).T
3.3 Phéptilé
Tuong tu nhu phép ti 1¢ trong khong gian hai chidu phuong trinh phép ti 1¢ trong khong
gian ba chiéu nhu sau:

x' s, 0 0 Of |x

' 0 0 0
p=|” |=sp=| 17
z' 0 0 s, Of |z
1 0 0 1] (1

3.4 Phép dbi xtng

Trong khong gian ta c6 thé thuc hién phép ddi xing qua mot dudong thang hoic qua mot
mit phang. Trong muyc nay ta chi xét khi truc dbi xtmg 14 cac tryc toa do va miat phang ddi
xung 14 mat phang xy, yz hoic xz.

Néu truc toa do 1a truc ddi ximg thi phép ddi ximg twong duong véi phép quay 180°
quanh truc d6. Vi du phép d6i ximg qua truc ox c6 ma tran la:

1 0 0 o |L 0 0 O
. 0 cos180° —sin180° 0 _ 0 -1 0 O
* 10 sin180° cosI80° O [0 0 -1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
Phép ddi Xung qua mat phing xy c6 ma tran bién doi la:
1 0 0 O
01 0 O
Rey~=
0 0 -1 0
00 0 1

Tuong ty khi mat phang d6i xtng 1 xz hoic yz
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